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1. Considere que la �rma minimiza los costos, sujeto a un nivel de pro-

ducción q. Para cada una de las siguientes funciones de producción:

Q(K,L) = KαLβ con α > 0 y β > 0

Q(K,L) = mı́n(αK, βL) con α > 0 y β > 0

Q(K,L) = (αKρ + βLρ)
1
ρ

En todos los casos las resuelven el siguiente problema: mı́nwL + rK
s.a. q = Q(K,L), lo que se traduce en el lagrangeano(para el primer

y el tercer caso): L = wL + rK + λ(q − Q(K,L)). para el primer y

el tercer caso las condiciones de primer orden resultan en la siguiente

relacion: wr = QL
QK

Para el primer caso:

K∗ =

 q(
αw
βr

)α
 1

α+β

L∗ =

 q(
βr
αw

)β


1
α+β

Para el segundo caso, se tiene que αK = βL, por ende

K∗ =
q

α

L∗ =
q

β
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Para el tercer caso, se tiene que:

K∗ =
q

(α+ β
(
αw
βr

) ρ
ρ−1

)
1
ρ

L∗ =
q

(β + α
(
βr
αw

) ρ
ρ−1

)
1
ρ

a) Obtenga la elasticidad de sustitucion entre K y L. Para todos los

casos
∂ ln

(
K
L

)
∂ ln(TMST )

Para el primer caso:

∂ ln
(
K
L

)
∂ ln(TMST )

=

∂ ln
(
K
L

)
∂ ln(βα

K
L )

=

∂ ln
(
K
L

)
∂ ln(βα) + ∂ ln(KL )

=

∂ ln
(
K
L

)
∂ ln(KL )

= 1

Para el segundo caso no esta bien de�nida.

Para el tercer caso:

∂ ln
(
K
L

)
∂ ln(TMST )

=
∂ ln(K)− ∂ ln(L)

∂ ln α
β + (ρ− 1)(∂ ln(L)− ∂ ln(K))

=
1

1− ρ

pues ∂ ln α
β = 0 ya que α y β son constantes y (ρ − 1)(∂ ln(L) −

∂ ln(K)) = (1− ρ)(∂ ln(K)− ∂ ln(L)).

b) De ahora en adelante suponga α+β = 1 ¾Bajo cual tecnologia se

espera que la demanda de trabajo sea mas elastica (con respecto

al salario)?

Note primero que en el segundo caso la demanda de trabajo no

depende del salario, por lo que su elasticidad es 0.
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L∗
1 =

 q(
βr
αw

)β


1
α+β

Entonces

∂ lnL∗
1

∂ lnw
=

1
α+β (∂ ln q − β∂ ln(βr) + β∂ ln(wα))

∂ lnw
=

1
α+β (β lnw)

∂ lnw
=

β

α+ β
= β

L∗
3 =

q

(β + α
(
βr
αw

) ρ
ρ−1

)
1
ρ

Entonces

∂ lnL∗
1

∂ lnw
=
∂L∗

1

∂w

w

L∗
1

=

−q 1
ρ

(
β + α

(
βr
αw

) ρ
ρ−1

) 1−ρ
ρ

α
(
βr
α

) ρ
ρ−1 −ρ

ρ−1w
1−2ρ
ρ−1

(β + α
(
βr
αw

) ρ
ρ−1

)
2
ρ

w
q

(β+α( βrαw )
ρ
ρ−1 )

1
ρ

=

α
(
βr
α

) ρ
ρ−1 1

ρ−1w
−ρ
ρ−1

β + α
(
βr
αw

) ρ
ρ−1

2. Para las funciones de producción del punto anterior y suponiendo que

α+ β = 1,

a) Obtenga la elasticidad cruzada de la demanda de capital respecto

al salario ¾Qué signo tiene?

Para el primer caso, analogo a la demanda del trabajo con respecto

al salario, se tiene que:

∂ lnL∗
1

∂ lnw
= α

∂ lnL∗
2

∂ lnw
= 0

b) Obtenga la elasticidad demanda de trabajo a la producción ¾Qué

signo tiene?
∂ lnL∗

1

∂ ln q
= 1
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∂ lnL∗
2

∂ ln q
=

1

β

∂ lnL∗
3

∂ ln q
= 1

c) ¾Cuál tecnología podría explicar mejor la situación actual en Co-

lombia (Alto crecimiento del producto, precio del capital relati-

vamente bajo y bajo crecimiento del trabajo)?

3. Para las funciones de producción: Para cada función encuentre la TMSTxixj
, el grado de homogeneidad, rendimientos a escala, la elasticidad de

sustitución, la función de bene�cio, la función de oferta, la demanda

condicional de factores y la demanda no condicional de factores.

Para encontrar la demanda no condicionada de los factores, la funcion

de oferta y la funcion de bene�cios, lo haremos más adelante. Lo unico

que deben tener en cuenta por ahora es que la �rma desea maximizar

bene�cios (Π = py − wx), por endecuando la función de producción

posee rendimientos constantes o crecientes a escala, esto es cuando

su grado de homogeneidad no es inferior a 1, la �rma puede llegar a

obtener bene�cios �in�nitos�, pues si aumenta el uso de sus insumos,

aumenta su producción más que proporcionalmente (o proporcional-

mente) y por ende puede obtener mayor bene�cios. Esto implicaria

que no hay solución al problema primal de la �rma.

a) f (x) = [mı́n (a1x1, a2x2, ..., anxn)]γ con γ > 0, ∀j aj , xj ∈ R+

TMSTxixj = −∞
Demostración:

No esta bien de�nida pues la función no es derivable, sin embargo

intiutivamente es −∞

Homogeneidad=γ
Demostración:

f (λx) = [mı́n (λa1x1, λa2x2, ..., λanxn)]γ =
[λmı́n (a1x1, a2x2, ..., anxn)]γ =
λγ [mı́n (a1x1, a2x2, ..., anxn)]γ =
λγf(x)

Elasticidad a escala=γ
Demostración:

e(x) = ∂f(tx)
∂(t)

(t)
f(tx)
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f(tx) = tγf(x)
∂f(tx)
∂(t) = γtγ−1f(x)

e(x) = γtγ−1f(x) (t)
tγf(x) = γ

Elasticidad de sustitución=0

Demostración:

Puesto que la TMST es −∞, entonces σ = 0.

Ahora para la solución a el problema se debe tener en cuenta que

en el óptimo a1x1 = a2x2 = ... = a3x3, por ende y = (aixi)
γ y

entonces xi = y1/γ

ai
, que son las demandas condicionadas.

b) Para encontrar la demanda condicionada de los factores de debe

resolver el problema mı́nwx s.a. y ≤ f(x1, ..., xn), esto se plan-

teando el lagrangeano, derivando con respecto a cada factor, de-

jando todos los factores en terminos de uno solo (cualquiera),

reemplazando estas ecuaciones en la restriccion y despejando. Pa-

ra los siguientes casos unicamento vamos a plantear la solución

por brevedad.

f (x) =

(
n∑
i=1

aixi

)γ
con γ > 0, ∀j aj , xj ∈ R+

TMSTxixj = ai
aj

Demostración:

TMSTxixj =
∂f(x)
xi

∂f(x)
xj

= γ(
∑
anxn)γ−1ai

γ(
∑
anxn)γ−1aj

= ai
aj

Homogeneidad=γ
Demostración:

f(λx) = (
∑
λanxn)γ = (λ

∑
anxn)γ = λγ(

∑
anxn)γ = λγf(x)

Elasticidad a escala=γ
Demostración:

e(x) = ∂f(tx)
∂(t)

(t)
f(tx)

f(tx) = tγf(x)
∂f(tx)
∂(t) = γtγ−1f(x)

e(x) = γtγ−1f(x) (t)
tγf(x) = γ

Elasticidad de sustitución=∞
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Demostración:

Puesto que la TMST es constante, entonces tenemos σ =
∂(
xj
xi

)

∂TMST =
∞.

Demanda condicionada: Ver la solución al ultimo punto.

c) f (x) =

(
n∑
i=1

aix
ρ
i

) γ
ρ

con γ, ρ > 0,∀j aj , xj ∈ R+

TMSTxixj =
aix

ρ−1
i

ajx
ρ−1
j

Demostración:

TMSTxixj =
∂f(x)
xi

∂f(x)
xj

=
γ
ρ
(
∑
anx

ρ
n)
γ
ρ−1

ρaix
ρ−1
i

γ
ρ
(
∑
anx

ρ
n)
γ
ρ−1

ρajx
ρ−1
j

=
aix

ρ−1
i

ajx
ρ−1
j

Homogeneidad=γ
Demostración:

f(λx) = (
∑
ai(λxi)

ρ)
γ
ρ = (λρ

∑
aix

ρ
i )

γ
ρ = (λρ)

γ
ρ (
∑
aix

ρ
i )

γ
ρ =

λγf(x)

Elasticidad a escala=γ
Demostración:

e(x) = ∂f(tx)
∂(t)

(t)
f(tx)

f(tx) = tγf(x)
∂f(tx)
∂(t) = γtγ−1f(x)

e(x) = γtγ−1f(x) (t)
tγf(x) = γ

Elasticidad de sustitución= 1
1−ρ

Demostración:

Puesto que la TMST =
aix

ρ−1
i

ajx
ρ−1
j

entonces:

dTMST = dln(aix
ρ−1
i ) − dln(ajx

ρ−1
j ) = dln(ai) + dln(xρ−1

i ) −
dln(aj) − dln(xρ−1

j ) = d(ρ − 1)ln(xi) − d(ρ − 1)ln(xj) = (ρ −
1)dxixi − (ρ− 1)

dxj
xj

d(ln(
xj
xi

)) =
dxj
xj
− dxi

xi
Entonces:

σ =
−(

dxi
xi

−
dxj
xj

)

(ρ−1)(
dxi
xi

−
dxj
xj

)
= 1

1−ρ
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Demanda condicionada: Se tiene que TMSTxixj =
aix

ρ−1
i

ajx
ρ−1
j

= wi
wj

de donde se puede deducir que xi =
(
wi
wj

aj
ai

) 1
1−ρ

xj , de donde

se deduce que q =
∑
ai

(
wi
wj

aj
ai

) ρ
1−ρ

xρj , de donde se deduce que:

q
1
γ = xj

(
aj
wj

) 1
1−ρ ∑

ai

(
wi
ai

) ρ
ρ−1

de donde se deduce que:

xj =
q

1
γ(

aj
wj

) 1
1−ρ
(∑

ai

(
wi
ai

) ρ
ρ−1

)
1
ρ

d) f (x) = A
n∏
i=1

xαii con A > 0, ∀j αj , xj ∈ R+

TMSTxixj =
aixj
ajxi

Demostración:

TMSTxixj =
∂f(x)
xi

∂f(x)
xj

=
A
∏
xαnn

αi
xi

A
∏
xαnn

αj
xj

=
aixj
ajxi

Homogeneidad=
∑
αi

Demostración:

f(λx) = A
∏

(λxi)
αi = λ

∑
αiA

∏
(xi)

αi = λ
∑
αif(x)

Elasticidad a escala=
∑
αi

Demostración:

e(x) = ∂f(tx)
∂(t)

(t)
f(tx)

f(tx) = t
∑
αif(x)

∂f(tx)
∂(t) =

∑
αit

∑
αi−1f(x)

e(x) =
∑
αit

∑
αi−1f(x) (t)

t
∑
αif(x)

=
∑
αi

Elasticidad de sustitución=1
Demostración:

Puesto que la TMST =
aixj
ajxi

entonces:

dTMST = dln(aixj)− dln(ajxi) = dln(ai) + dln(xj)− dln(aj)−
dln(xi) = dln(xj)− dln(xi) =

dxj
xj
− dxi

xi

d(ln(
xj
xi

)) =
dxj
xj
− dxi

xi
Entonces:
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σ =

dxi
xi

−
dxj
xj

dxi
xi

−
dxj
xj

= 1

Demanda condicionada: Se tiene que
aixj
ajxi

= wi
wj

de donde se puede

deducir que

xj =

 q

A
∏( ai

wi

)αi
 1∑

αi
aj
wj

4. De�niendo la elasticidad a escala cómo e(x) = ∂f(x)
∂x

x
f(x) , muestre con

las funciones de producción del punto anterior que e (x) es exactamente

el grado de homogeneidad de la función.(hágalo para cada función de

producción). Demuestre además que CMe
Cmg = e(x).

En las notas de clase se encuentran ambas demostraciones. En cualquier

caso el del grado de homogeneidad igual a e(x) se encuentra en el punto

anterior.

5. Veri�que que las demandas condicionadas encontradas en el punto 1

cumplen con las tres propiedades enunciadas en las notas de clase. (1.

x(w; y) será homogénea de grado 0 en w , 2. Aumentos en los precios

de los insumos no aumentarán la demanda de los insumos lo que quiere

decir que para cualquier 3. Existen efectos simétricos en las demandas)

6. Dada la siguiente función de costos mı́n(w1, w2, ..., wn)y

a) Halle la función de producción

La funcion de costos mı́n(w1, w2, ..., wn)y implica que se produ-

ce con el insumo mas barato, es decir que el empresario se en-

frenta a una funcion de produccion de sustitutos perfectos donde

f(x1, x2, ..., xn) =
∑n

i=1 βixi, donde utiliza el insumo k-esimo si:
βk
wk

< βi
wi
∀i 6= k

b) Encuentre las demandas condicionadas de factores xk = y
βk
xi = 0

∀i 6= k

c) Encuentre la función de bene�cios y la oferta. Π = pβkxk−wkxk =
xk(pβk − wk) Si pβk − wk > 0 entonces se demanda in�nito de

xk, se obtienen in�nitos bene�cios, y se oferta in�nito de y. Si
pβk − wk = 0 entonces se demanda cualquier cantidad de xk, se
obtienen bene�cios cero, y se oferta cualquier cantidad de y. Si
pβk −wk < 0 entonces no se demanda xk, y no se oferta del bien

y.
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